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Abstrak. Penelitian ini mengkaji tentang Bentuk Normal Smith dari Matriks Lambda. Bentuk 
normal Smith merupakan suatu bentuk matriks yang sering digunakan dalam persoalan-
persoalan yang berkenan dengan matriks maupun pembuktian teorema-teorema. Bentuk normal 
Smith dari matriks lambda terdiri atas suatu matriks bujursangkar atas field dimana fieldnya 
merupakan himpunan bilangan real ℝ . Bentuk normal Smith dari matriks lambda dapat 
ditentukan dengan mereduksi transformasi elementer dan bentuk reduksi tersebut mempunyai 
bentuk kanonik dengan syarat-syarat tertentu.  
Kata kunci: Bentuk normal Smith, transformasi elementer, matriks lambda, polinomial monik. 
 
1. PENDAHULUAN 
Matriks adalah jajaran empat persegi panjang yang terdiri dari bilangan-bilangan. Bilangan yang 
tersusun dalam baris dan kolom disebut elemen matriks. Matriks dicirikan dengan elemen-
elemen penyusun yang diapit oleh tanda kurung siku [ ] atau tanda kurung biasa ( ). Ukuran 
sebuah matriks dinyatakan dalam satuan ordo, yaitu banyaknya baris dan kolom dalam matriks 
tersebut. Ordo merupakan karakteristik suatu matriks yang menjadi patokan dalam operasi antar 
matriks. Jenis-jenis matriks dapat dibagi berdasarkan ordo dan elemen dari suatu matriks. 
Berdasarkan ordo matriks dapat dibagi menjadi beberapa jenis yaitu matriks bujur sangkar dan 
matriks persegi panjang. Sedangkan berdasarkan elemen penyusunnya matriks terdiri dari 
matriks yang elemen bilangan kompleks dan bilangan real. Teori matriks telah dikembangkan 
secara luas termasuk aplikasi-aplikasinya, baik dalam perkembangan matematika sendiri 
maupun dalam aplikasinya untuk perkembangan ilmu-ilmu lainnya. Dalam teori matriks ini 
telah dikenal suatu bentuk matriks yang disebut bentuk normal Smith atau bentuk kanonik 
Smith. Dalam teori matriks dikenal juga istilah matriks lambda. Matriks lambda adalah suatu 
matriks tak nol berordo 𝑚 × 𝑛 atas 𝐹[𝜆] di mana 𝐹[𝜆] merupakan daerah polinom yang terdiri 
atas semua polinom dalam 𝜆 dengan koefisien-koefisien di 𝐹. Oleh sebab itu matriks lambda 
disebut juga dengan matriks polinom. Bentuk normal Smith pada matriks lambda dapat 
ditentukan dengan menggunakan transformasi elementer. 
 
2. TINJAUAN PUSTAKA 
Definisi  
Sebuah fungsi 𝑓 adalah suatu aturan korespondensi yang menghubungkan tiap elemen dalam 
satu himpunan, yang disebut daerah asal  domain , dengan sebuah nilai tunggal 𝑓(𝑥) dari suatu 
himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperoleh secara demikian disebut daerah hasil (range) 
fungsi.  
 
Definisi 
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segi empat. Bilangan-bilangan dalam susunan 
tersebut dinamakan entri dalam matriks. 
Definisi  
Dua buah matriks 𝐴 dan 𝐵 disebut setara atau ekuivalen, ditulis  𝐴~𝐵, jika dan hanya jika salah 
satu matriks diperoleh dari matriks lainnya dan memiliki rank yang sama.  
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Definisi  
Matriks lambda adalah suatu matriks tak nol berordo 𝑚 × 𝑛 atas 𝐹 𝜆  dimana 𝐹 𝜆  merupakan 
daerah polinom yang terdiri atas semua polinom dalam 𝜆 dengan koefisien-koefisien di 𝐹.  
𝐴 𝜆 =  𝑎𝑖𝑗 (𝜆) =  
𝑎11(𝜆) 𝑎12(𝜆) ⋯ 𝑎1𝑛(𝜆)
𝑎21(𝜆) 𝑎22(𝜆) ⋯ 𝑎2𝑛(𝜆)
⋯
𝑎𝑚1(𝜆)
⋯
𝑎𝑚2(𝜆)
⋱
⋯
⋮
𝑎𝑚𝑛 (𝜆)
   
disebut matriks lambda. Karena 𝐹 ⊂ 𝐹 𝜆 ,  semua himpunan dari matriks 𝑚 × 𝑛  atas 𝐹 
merupakan semua himpunan bagian dari matriks lambda atas 𝐹 𝜆 . 
 
Definisi  
Diberikan 𝐴anggota dari matriks𝑀𝑚×𝑛 ℝ . A adalah matriks diagonal D=diag 𝑑1, … , 𝑑𝑟 ∈
𝑀𝑚×𝑛(ℝ) disebut bentuk normal Smith dari 𝐴jika 𝐴~𝐷 dan 𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑟  pada 𝑅.  
  
Teorema 2.1 (Ayres, 1994) 
Setiap matriks lambda𝐴(𝜆)  dengan rank r dapat direduksi dengan transformasi-transformasi 
elementer ke bentuk normal Smith.  
𝑁 𝜆 =
 
 
 
 
 
𝑓1(𝜆) 0 ⋯        0 0 0
0 𝑓2(𝜆) ⋯        0 0 0
⋯
0
0
⋯
0
0
⋯      ⋯ ⋯ ⋯
⋯ 𝑓𝑟(𝜆) 0 0
⋯           0 0 0 
 
 
 
 
 
Dimana setiap 𝑓𝑖 𝜆  adalah monik dan 𝑓𝑖 𝜆  membagi 𝑓𝑖+1 𝜆 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑟 − 1 
 
3. HASIL DAN PEMBAHSAN 
Untuk menentukan bentuk normal smith dari matriks lambda, langkah-langkah dalam 
mereduksi matriks lambda kebentuk normal smith sebagai berikut 
1. Menuliskan 𝐴(𝜆) dalam bentuk matriks, apabila 𝐴(𝜆) berbentuk 
𝐴(𝜆) = 𝑓 𝜆 = 𝑎𝑛𝜆
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝜆 + 𝑎0𝜆
0 
2. Menentukan rank dari matriks 𝐴 𝜆  
3. Mereduksi matriks 𝐴(𝜆)  kebentuk normal Smith dengan menggunakan transformasi-
transformasi elementer pada baris dan kolom dengan syarat matriks 𝐴(𝜆) direduksi dengan 
menggunakan operasi baris dan dilanjutkan dengan operasi kolom. 
4. Menentukan rank dari matriks 𝑁(𝜆) 
5. Membuktikan elemen 𝑓𝑖(𝜆) dengan (𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑟) adalah monik pada matriks 𝑁(𝜆) 
6. Membuktikan 𝑓𝑖(𝜆) dapat membagi 𝑓𝑖+1(𝜆) menggunakan definisi pembagi bersama 
7. Membuktikan 𝑁(𝜆) merupakan bentuk normal Smith dari 𝐴 𝜆  . 
 
Diberikan suatu matriks lambda berukuran 3 × 3 terdiri dari fungsi polinomial berderajat 
tiga. 
𝐴 𝜆 =  
𝜆 + 2 𝜆 + 1 𝜆 + 3
𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆 2𝜆3 + 3𝜆2 + 𝜆
𝜆2 + 3𝜆 + 2 𝜆2 + 2𝜆 + 1 3𝜆2 + 6𝜆 + 3
  
a. Tidak diubah, karena 𝐴(𝜆) sudah dalam bentuk matriks 
b. Menentukan rank dari matriks 𝐴 𝜆  
Dengan menggunakan transformasi elementer pada operasi baris 
Maka rank dari matriks 𝐴 𝜆  , 𝑟(𝐴 𝜆 ) = 3 
c. Menentukan bentuk normal Smith dari matriks 𝐴(𝜆) 
Dengan menggunakan transformasi elementer 
Jadi diperoleh matriks 
𝑁 𝜆 =  
1 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆2 + 𝜆
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d. Menentukan rank dari 𝑁(𝜆) 
Dengan menggunakan perhitungan determinan. 
 
1 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆2 + 𝜆
  
Determinan dari 𝑁(𝜆) ≠ 0 dan ranknya  𝑟(𝑁 𝜆 ) = 3 
e. Dari matriks 𝑁(𝜆) diperoleh 𝑓1 𝜆 = 1 , 𝑓2 𝜆 = 𝜆 dan 𝑓3 𝜆 = 𝜆
2 + 𝜆 adalah monik 
f. 𝑓1 𝜆  membagi 𝑓2 𝜆  
𝑓2(𝜆) membagi 𝑓3(𝜆) 
g. Karena rank 
𝑟 𝐴 𝜆  = 𝑟 𝑁 𝜆  = 3  maka 
𝐴 𝜆 =   
𝜆 + 2 𝜆 + 1 𝜆 + 3
𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆 2𝜆3 + 3𝜆2 + 𝜆
𝜆2 + 3𝜆 + 2 𝜆2 + 2𝜆 + 1 3𝜆2 + 6𝜆 + 3
 ~  
1 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆2 + 𝜆
  
= 𝑁(𝜆) 
Maka, diperoleh bentuk normal Smith dari matriks lambda adalah 
𝑁 𝜆 =  
1 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆2 + 𝜆
  
 
 
4. KESIMPULAN 
Dan dapat disimpulkan bahwa untuk suatu ukuran matriks lambda dapat ditentukan dengan 
bentuk rank suatu matriks dan  
𝑓𝑖(𝜆) adalah monik. 
𝐴3×3 𝜆 =  
𝜆 + 2 𝜆 + 1 𝜆 + 3
𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆 2𝜆3 + 3𝜆2 + 𝜆
𝜆2 + 3𝜆 + 2 𝜆2 + 2𝜆 + 1 3𝜆2 + 6𝜆 + 3
  
 
Dan memiliki rank 𝑟 𝐴 𝜆  = 3  maka bentuk Smith yang diperoleh adalah  
𝑁 𝜆 =  
1 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆2 + 𝜆
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